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Введение 
в понятие 
функциональных 
кривых

Что такое 
функциональные 
кривые
К новому типу кривых отно-
сятся плоские и простран-
ственные кривые, которые 
обеспечивают некоторую 
функциональную характе-
ристику объекта, в связи с 
чем их целесообразно на-
зывать функциональными 
кривыми [1].

Область применения 
таких кривых весьма ши-
рока и распространяется 
в основном на проектные 
задачи, возникающие в 
разных отраслях техники. 
Например: 
•	 задача по максимизации 

подъемной силы при ми-
нимизации лобового со-
противления при модели-
ровании профиля крыла 
самолета (рис. 1);

•	 задача поиска максималь-
ной плавности трассы при 
заданных ограничениях 
для обеспечения ком-

фортной и безопасной 
езды на транспортном 
средстве.
Среди функциональ-

ных кривых можно вы-
делить подкласс инже-
нерных  аналитических 
кривых, которые един-
ственным  оптимальным 
образом обеспечивают не-
которую проектную харак-
теристику объекта. К  та-
ким кривым, например, 
можно отнести спираль 
Архимеда, используемую 
для построения профиля 
зубьев зубчатого колеса, 
а также брахистохрону — 
кривую наискорейшего 

спуска для транспорти-
ровки предметов.

В остальных случаях 
функциональные кривые 
имеют свободную форму. 
Такие кривые могут быть 
локально-выпуклыми (с по-
стоянным знаком функции 
кривизны) и иметь точки 
перегиба (участки с разным 
знаком функции кривизны). 

Кроме того, функцио-
нальные кривые могут 
быть пространственными 
и, соответственно, иметь 
кручение.

Рассмотрим подробнее, 
что представляют собой 
функциональные кривые и 
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В современном мире повсеместно востре-
бованы CAD-системы, позволяющие моде-
лировать сложные кривые и поверхности. 
Эти возможности задействованы при ре-
шении многих проектных задач в самых 
разных областях науки и техники. Однако 
даже если CAD-система поддерживает мо-
делирование кривых и поверхностей клас-
са А, то она не обеспечивает надлежащего 
качества так называемых функциональ-
ных кривых по критериям плавности.
Перед разработчиками C3D Labs встала 
задача реализации такого функционала, 
который позволил бы моделировать кри-
вые линии, а следовательно, и поверхно-
сти самого высокого качества. В резуль-
тате проведенных изысканий в области 
геометрического моделирования на свет 
появился C3D FairCurveModeler  — новый 
раздел геометрического ядра C3D Modeler, 
позволяющий строить кривые класса F.
В данной статье анализируются требова-
ния к функциональным кривым, дается 
описание их преимуществ над другими 
кривыми, а также приводятся примеры 
практического применения функционала 
C3D FairCurveModeler. 

Рис. 1. Испытание профиля крыла в CFD-системе FlowVision
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чем они отличаются от обычных глад-
ких кривых.

Требования качества 
к функциональным 
кривым
К параметрам плавности рассматри-
ваемых инженерных кривых предъ-
являются повышенные требования, 
которые являются универсальными 
для данного типа кривых и не зависят 
от специфики проектируемых объек-
тов. Ниже приводится список данных 
требований с пояснениями.

Высокий, не ниже 4-го, 
порядок гладкости
Гладкость — это свойство функции 
или геометрической фигуры (кривой, 
поверхности и др.), определяющее, 
дифференцируема ли функция на 
всем множестве определения или 
имеется ли у каждой точки данной 
фигуры окрестность, допускающая 
задание с помощью дифференцируе-
мых функций. 

В различных видах проектирования 
используются сплайны разного по-
рядка гладкости. Например: 
•	 при моделировании трасс дорог ис-

пользуются клотоидные сплайны, а 
гладкость обеспечивается не ниже 
2-го порядка;

•	 для профилирования кулачка рас-
пределительного вала высокоско-
ростных двигателей необходима 
гладкость не ниже 3-го порядка, 
поэтому проектирование профиля 
начинается с вычерчивания плав-
ного графика 3-й производной [2];

•	 при моделировании пространствен-
ных кривых для обеспечения не-
прерывности функции кручения 
кривая должна иметь 3-й порядок 
гладкости; 

•	 из анализа пространственной кри-
волинейной траектории движения 
материальной точки следует, что 
пространственная кривая с плавным 
кручением должна иметь 4-й поря-
док гладкости [3].

Отсутствие или минимальное 
число экстремумов кривизны
Плавность кривой также зависит от 
формы графика изменения кривизны 
вдоль линии движения. 

Возвратимся к примеру с матери-
альной точкой. Поскольку осцилляция 
функции кривизны согласно основ-
ному уравнению динамики [3] вы-
зовет пульсацию центробежных сил, 
действующих на материальную точ-
ку, участок линии движения должен 
иметь минимальное число экстрему-
мов кривизны или вершин кривой. 

Наличие лишних экстремумов кри-
визны, например, у формы техничес
ких изделий и объектов дизайна, мо-
жет вызвать следующие негативные 
явления:
•	 неоправданное биение толкателя 

кулачкового механизма, следствием 
которого является преждевремен-
ный износ механизма;

•	 залипание почвы на участке плуга 
с концентрацией кривизны у тра-
ектории движения почвы, что при-
водит к увеличению сопротивления 
плуга, а следовательно, повышению 
энергоемкости процесса вспашки 
(рис. 2) [4];

•	 при лишних экстремумах кривизны 
на аэродинамическом профиле воз-
никает неоправданная пульсация сре-
ды, обтекающей профиль, что увели-
чивает его лобовое сопротивление и 
может спровоцировать срыв потока;

•	 необходимость лишних торможений 
и разгонов, что увеличивает энерго-

затраты на перемещение по трассе 
транспортного средства [5];

•	 эффект кривых зеркал у кривых 
кузовных поверхностей и архитек-
турных форм [6];

•	 неправильное визуальное восприя-
тие объектов компьютерной графи-
ки и CAD [7].

Малые значения вариации 
кривизны и скорости 
ее изменения
В некоторых прикладных областях 
вводится требование минимизации 
вариации кривизны, а следователь-
но, концентрация кривизны должна 
быть ограничена по максимальному 
значению. 

Например, такое ограничение мини-
мального значения радиуса кривизны 
(максимальной кривизны) естествен-
ным образом вводится при проекти-
ровании дорог: минимальный радиус 
виража ограничивается из расчета 
допустимой скорости транспортного 
средства [8, 9].

Важным параметром качества кри-
вой является скорость изменения кри-
визны. При проектировании трассы 
дороги этот параметр регламентирует 
скорость нарастания центробежной 
силы, действующей на автомобиль 
на виражах, и легко контролируется 
благодаря применению сегментов 
клотоиды с линейным изменением 
функции кривизны [8, 9].

Малое значение 
потенциальной энергии кривой
Считается, что плавность кривой на-
прямую связана с ее потенциальной 
энергией. Необходимость выбора 
функциональной кривой с малым 
значением потенциальной энергии 
основывается на предположении, что 
если объект, имеющий функциональ-
ную поверхность,  движется с боль-
шой скоростью, то среда, обтекающая 
объект, ведет себя как упругое тело. 
Очевидно, что для деформации упру-
гой среды по линиям тока с меньшей 

Рис. 2. Сборка плуга в КОМПАС
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потенциальной энергией 
будет затрачиваться мень-
шая работа. При движении 
материальной точки по во-
гнутой криволинейной тра-
ектории с учетом трения 
работа, затрачиваемая на 
перемещение, будет мень-
ше при меньшем значении 
потенциальной энергии тра-
ектории перемещения [1].

Кривая, имеющая мини-
мальное значение потенци-
альной энергии, называется 
эластикой [10]:

где  — потенциальная 
энергия кривой;

 — ее кривизна;
 и  — начало и конец ин-

тервала.
Эластика может быть 

представлена в виде осе-
вой линии деформирован-
ной упругой рейки между 
двумя грузиками (ducks). 
Качество эластика апро-
бировано многовековым 
опытом судостроения. 
Гибкие рейки (физические 
сплайны) применялись для 
вычерчивания профилей 
шпангоутов, батоксов и ва-
терлиний при проектирова-
нии и строительстве судов, 
а позднее — автомобилей и 
самолетов.

Эстетический 
анализ кривых
Помимо предложенных 
выше объективных крите-
риев плавности качество 
кривой необходимо также 
оценивать и с позиций за-
конов технической эстети-
ки. Существует такой под-
ход к оценке эстетичности 
кривой, когда форма кри-
вой базируется на матема-

тических характеристиках 
форм, выявленных у объ-
ектов реального мира (на-
пример, очертания крыльев 
бабочек) [11, 12]. 

Для моделирования кра-
сивых (эстетических) форм 
предлагаются так назы-
ваемые log-эстетические 
кривые, имеющие линей-
ный график кривизны в 
логарифмической шкале 
[13-15]. Множество из-
вестных спиралей, в том 
числе клотоида, являются 
частными случаями кривых 
этого класса. В работе [16] 
был предложен наиболее 
обобщенный класс кривых с 
монотонной функцией кри-
визны, называемый супер-
спиралями. Уравнения этих 
кривых выражаются через 
Гауссовы гипергеометричес
кие функции и численно ин-
тегрируются адаптивными 
методами типа метода Гаус-
са — Кронрода.

Однако множество эсте-
тических кривых не ограни-
чивается только множест
вом log-эстетических кри-
вых. Кривые могут иметь 
произвольно сложные 
плоские и пространствен-
ные формы и быть вполне 
эстетичными.

Авторы работы считают, 
что приоритетной является 
оценка по критериям плав-
ности. Экспертная оценка 
с позиций законов техни-
ческой эстетики (лаконич-
ность, целостность, выра-
зительность, пропорцио-
нальная согласованность, 
композиционное равно-
весие, структурная орга-
низованность, образность, 
рациональность, динамич-
ность, масштабность, пла-

стичность, гармоничность) 
правомерна только после 
оценки на плавность.

Весьма показательна в 
этом смысле работа [17], в 
которой приводятся графи-
ки экспертной оценки эсте-
тического качества кривых 
с различными параметра-
ми плавности (рис. 3). Наи-
более высокая экспертная 
оценка у кривых, которые 
отвечают базовым требо-
ваниям к функциональным 
кривым (одновременно ма
лое значение кривизны и 
малая скорость изменения 
кривизны).

Промежуточные 
итоги
С учетом всех вышеупо-
мянутых требований для 
построения очень плавной 
траектории движения не-
обходимы: 
•	 минимальное число опор-

ных точек моделируемой 
сплайн-траектории дви-
жения и высокий, не ниже 
4-го, порядок гладкости; 

•	 плавное кручение про-
странственной кривой; 

•	 ограничение максималь-
ного значения кривизны 
и скорости ее изменения; 

•	 минимизация функциона-
ла потенциальной энергии. 

Функциональные кривые, 
параметры которых соот-
ветствуют приведенным 
требованиям, называются 
кривыми класса F [1]. 

Для сравнения здесь 
важно отметить, что имен-
но эти жесткие требования 
к параметрам плавности и 
отличают кривые данного 
класса от кривых класса A. 
Последние являются фор-
мообразующими поверх-
ностей класса А — высоко-
качественных по критери-
ям эстетики поверхностей 
внешних кузовных поверх-
ностей. «Хорошая» кривая 
для этих поверхностей бу-
дет иметь график кривизны 
с небольшим числом участ-
ков монотонного измене-
ния кривизны [18]. Данное 
требование можно сравнить 
с требованием минималь-
ности количества экстрему-
мов кривизны у функцио-
нальных кривых.

Таким образом, кривые 
класса А представляют 
собой кривые для формо
образования поверхностей 
в промышленном дизай-
не (рис. 4), в то время как 
функциональные кривые 
являются инженерными 
кривыми. Такие кривые 
высокого качества также 

Рис. 3. Тест из работы Levien’а (2009)
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принято называть плавными кри-
выми (faired curves, fairing curves). 
Здесь важно не путать последние с 
гладкими кривыми, которые являются 
кривыми самого низкого качества — 
первого порядка гладкости [19].

Реализация методов 
F-кривых в C3D Modeler

Что такое C3D 
FairCurveModeler 
C3D FairCurveModeler — это библио-
тека моделирования плавных кри-
вых, реализованная как совершенно 
новый раздел геометрического ядра 
C3D Modeler, расширяющий его воз-
можности для поверхностного моде-
лирования.

Кривые класса F, описанные ранее, 
моделируются с помощью методов 
C3D FairCurveModeler. Помимо воз-
можности построения кривых высоко-
го качества по критериям плавности 
методы также удовлетворяют следую-
щим требованиям: 
•	 устойчивость формообразования, 

или изогеометричность; 
•	 инвариантность относительно аф-

финных и проективных преобра-
зований;

•	 гибкость;

•	 инструментальное разнообразие; 
•	 возможность изогеометрической 

аппроксимации аналитических 
кривых с сохранением их базовых 
свойств.
Функционал C3D FairCurveModeler 

описывается с помощью терминов 
инженерной геометрии. Модель кри-
вой в инженерной геометрии назы-
вается определителем [20] и состоит 
из геометрической части и алгоритма 
генерации точек кривой или проце-
дуры построения аппроксимирую-
щего сплайна. Геометрическую часть 
определителя можно рассматривать 
как геометрический определитель 
кривой. Наиболее привычными и 
естественными видами геометричес
кого определителя являются множе-
ства точек (вида опорной ломаной) 
или множества касательных прямых 
(в частности, вида касательной лома-
ной). Кроме того, в инженерной гео-
метрии используются так называемые 
управляющие сплайновые полигоны 
NURBS-кривых. 

Различные виды геометрических 
определителей имеют свои достоин-
ства и недостатки. Ломаная инцидент-
ности позволяет точно позициони-
ровать кривую, касательная ломаная 
однозначно и точно задает форму 

моделируемой кривой, S-полигон 
NURBS-кривой высокой степени по-
зволяет локально изменять форму 
кривой и гарантирует высокое качест
во пространственных кривых по кри-
териям плавности кривизны и кру-
чения.

В библиотеке C3D FairCurveModeler 
используется также уникальный гео-
метрический определитель — геомет
рический определитель Эрмита (ГО 
Эрмита) второго порядка фиксации. 
ГО Эрмита представляет собой опор-
ную ломаную, оснащенную в каждой 
своей вершине касательным вектором 
и вектором кривизны.

Фундаментальные 
основы C3D 
FairCurveModeler
Ниже приводятся четыре фундамен-
тальных «открытия», ставшие от-
правной точкой в разработке функ-
ционала моделирования плавных 
кривых:
1.	 Теоретическим фундаментом, или 

первым «краеугольным камнем», 
C3D FairCurveModeler является 
теория параметризации, или тео-
рия исчисления параметров. На ее 
основе было обобщено понятие 
сплайна как множества базовых 
кривых, имеющих совпадающие 
геометрические параметры в про-
извольных точках опорной лома-
ной. В традиционных сплайнах ба-
зовые кривые имеют совпадающие 
параметры только в точках стыка 
сегментов сплайна. 
Первым открытием является ме-
тод определения базиса сплайна 
как множества конических кри-
вых двойного соприкосновения на 
локально-выпуклой опорной лома-
ной (рис. 5).
Смежные кривые образуют на об-
щем сегменте ломаной «линзу». 
Напряженность сплайна характе-
ризуется величиной отклонения 
смежных аналитических кривых 
базиса сплайна и визуально легко 

Рис. 4. Модель промдизайна
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оценивается по величине линзы 
между смежными кривыми.

2.	 Вторым «краеугольным камнем» 
фундамента является алгоритм ге-
нерации точек виртуальной кривой 
(V-кривой) на базисе сплайна дис-
кретного множества конических 
кривых двойного соприкоснове-
ния. Метод V-кривой разработан 
в C3D Labs в рамках приведенного 
выше подхода. 
Точки кривой генерируются в об-
ласти линз, что уменьшает напря-
женность сплайна, построенного 
на сгенерированных точках. Затем 
на множестве сгенерированных то-
чек вновь определяется множест
во конических кривых двойного 
соприкосновения. Последователь-
ность этих операций в пределе 
определяет виртуальную кривую 
класса C5 [21].
Виртуальная кривая (V-кривая) 
обладает рядом замечательных 
свойств:
•	 минимальным числом экстрему-

мов кривизны;
•	 дуальностью (как и коническую 

кривую, V-кривую можно опре-
делять не только на опорных 
точках, но и на касательных);

•	 аффинной инвариантностью;
•	 малой чувствительностью к рас-

пределению точек на контуре 
кривой.

Важным следствием этих свойств 
является возможность геометри-
чески точного моделирования ко-
нических кривых.

3.	 Третий «краеугольный камень» — 
изогеометрическая аппроксимация 
виртуальной кривой посредством 
рациональной сплайновой кривой 
Безье (NURBzS-кривой) — один из 
геометрически ориентированных 
методов изогеометрического по-
строения NURBS-кривой. 
Графоаналитический алгоритм со-
стоит из следующих простых опе-
раций:
а)	 конические кривые двойного 

соприкосновения на общем 
сегменте опорной ломаной рас-
сматриваются как кривые Безье 
2-й степени с B-полигонами в 
виде двухзвенников (рис. 6);

б)	у кривых Безье повышается сте-
пень до 3-й (рис. 7) с B-полиго
нами в виде трехзвенников;

в)	 результирующий B-полигон по-
лучается усреднением исходных 
B-полигонов. Среднее звено ре-
зультирующего B-полигона па-
раллельно исходным и лежит 
на равном расстоянии от них 
(рис. 8).
Поскольку усредненный B-по
лигон также будет выпуклым, 

как и исходные B-полигоны, 
обеспечивается строгая изогео-
метричность;

г)	 уточняются значения кривизны 
в концевых точках результирую-
щей кривой по значениям ис-
ходных кривых.

Алгоритм имеет модификацию. 
При резких изменениях кривизны, 
когда одно значение близко к ну-
левому, B-полигон корректирует-
ся таким образом, что кривая Без-
ье, определенная на скорректиро-
ванном B-полигоне, имеет более 
точную меньшую кривизну.

4.	 Четвертый «краеугольный ка-
мень» — изогеометрическая ап-
проксимация виртуальной кривой 
посредством B-сплайновой кривой.
Ключевым моментом здесь яв-
ляется отказ от традиционного 
подхода, при котором считается, 
что опорные точки должны совпа-
дать с узловыми точками сплайна. 
Сплайн должен проходить через 
точки опорной ломаной, но узлы 
сплайна (или любые точки сплай-
на с фиксированными значения-
ми внутреннего параметра) не 
совпадают с вершинами опорной 
ломаной.
Алгоритм является эвристичес
ким — аналогом ручного редак-
тирования S-полигона. Для по-
строения используются исходные 
касательные прямые в точках 
V-кривой. Пересечения касатель-
ных прямых определяют вершины 
S-полигона (рис. 9).
На S-полигоне в текущей итерации 
вычисляются расстояния от точек 

Рис. 6. Конические кривые двойного 
соприкосновения

Рис. 7. Преобразование конических 
кривых до рациональных кривых Безье 

3-й степени

Рис. 8. Построение результирующего 
B-полигона

Рис. 5. Конические кривые двойного 
соприкосновения
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до сплайна. Касательная прямая 
параллельно себе перемещается 
на величину невязки  в сторону 
уменьшения невязки (рис. 10).

Затем итерация повторяется. При-
веденный алгоритм изогеометри-
ческой аппроксимации является 
типичной эвристической графо
аналитической процедурой.

Методы построения 
кривых C3D 
FairCurveModeler
Далее приводится описание ал-
горитмов работы методов C3D 
FairCurveModeler для моделирования 
кривых высокого качества различной 
формы.

Моделирование кривых 
сложной формы
Исходный ГО кривой сложной фор-
мы структурируется, определяются 
точки перегиба. По точкам переги-
ба исходный ГО разбивается на ряд 
локально-выпуклых участков. На каж-
дом локально-выпуклом участке стро-
ится виртуальная кривая (V-кривая). 
При определении V-кривой на участке 

ломаной с концевой точкой, принад-
лежащей точке перегиба, задается ну-
левое значение кривизны в концевой 
точке.

Моделирование кривых 
пространственной формы
Исходная пространственная ломаная 
развертывается на плоскости таким 
образом, что сохраняются длины зве-
ньев и углы между звеньями. Затем 
ломаная структурируется и опреде-
ляется V-кривая.

Для сглаживания прерывистого 
кручения пространственной NURBzS-
кривой выполняется следующая про-
цедура, привязанная к команде повы-
шения степени. 

Степень кубической NURBzS-кривой 
повышается до шестой. Сегмент 
NURBzS-кривой имеет B-полигон с 
семью вершинами. У смежных сег-
ментов определяются соприкасаю-
щиеся в концевых точках плоскости. 
Эти плоскости определяются тремя 
концевыми точками B-полигонов. У 
смежных сегментов определяется 
биссекторная плоскость к двум смеж-
ным соприкасающимся плоскостям. 
Третьи вершины B-полигонов, считая 
от общей точки, проецируются на бис-
секторную плоскость.

Моделирование 
B-сплайновой поверхности 
высоких степеней
В функционал C3D FairCurveModeler 
не требуется добавления методов 
для построения и редактирования 
B-сплайновых поверхностей, посколь-
ку для этого используются только 
методы построения B-сплайновых 
кривых.

Каркасно-кинематическое пред-
ставление B-сплайновой поверхности, 
принятое в инженерной геометрии, 
позволяет разбить процесс построе-
ния поверхности на два этапа:
1.	 Первый этап — построение образу-

ющих B-сплайновых кривых с при-
менением V-кривых (рис. 11 и 12);

2.	 Второй этап — построение направ-
ляющих B-сплайновых кривых с при-
менением V-кривых (рис.13 и 14).

Практическое 
применение С3D 
FairCurveModeler

Немного о сфере 
применения
В заключительном блоке статьи при-
ведены примеры практического при-

Рис. 9. ГО Эрмита первого порядка 
фиксации

Рис. 10. Итерация приближения 
сплайна

Рис. 12. Каркас S-полигонов 
образующих B-кривых

Рис. 13. Сеть S-полигонов образующих 
B-кривых

Рис. 11. Исходная сеть опорных точек

Рис. 14. Каркас S-полигонов 
формирует S-фрей B-сплайновой 

поверхности
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менения C3D FairCurveModeler при 
моделировании различных изделий. 
Применение данного раздела C3D в 
области моделирования изделий — 
это быстрый и недорогой способ 
улучшения проектных характеристик, 
поскольку качество проектируемого 
изделия можно существенно повы-
сить только за счет улучшения плав-
ности его геометрии.

Обычно при оптимизации конструк-
ции берется некоторый приоритетный 
параметр, который минимизируется/
максимизируется, при этом осталь-
ные параметры ухудшаются. Грамот-
ная оптимизация заключается в том, 
чтобы остальные параметры остались 
в пределах некоторых ограничений.

Опыт практического 
использования С3D 
FairCurveModeler 

Моделирование плуга
При оптимизации конструкции плуга 
для повышения качества вспашки на 
плуг монтируются так называемые 
акульи плавники, которые способ-
ствуют более качественному рыхле-
нию почвы, но при этом неминуемо 
растет сопротивление плуга, а следо-
вательно, растут расходы на горючее 
для трактора.

Для проведения опыта по оптими-
зации использовалась стандартная 
конструкция плуга, а изменениям 
подвергалась только его геометрия, 
при этом был получен парадоксаль-
ный положительный результат. По 
критериям плавности была улучшена 
направляющая кривая плуга и опти-
мизирована схема построения безза-
дирной поверхности плуга [22].

Конструкция плуга прошла тща-
тельное тестирование в CFD-системе 
FlowVision компании ТЕСИС, а затем 
тестирование на почвенном канале и 
полевые испытания, которые показа-
ли положительный результат: одно-
временно было улучшено качество 
вспашки и сэкономлено топливо [23]!

Моделирование кулачков
При моделировании профилей плос
ких кулачков необходимо решить две 
проблемы:
1.	 Кривые выстоя толкателя должны 

геометрически точно совпадать с 
окружностями.

2.	 Переходные кривые подъема и 
опускания должны спрягаться с 
кривыми выстоя с порядком глад-
кости не менее 3-го, во избежание 
так называемого рывка (Jerk).

Методы C3D FairCurveModeler реша-
ют эти проблемы, то есть обеспечива-
ют построение кривых, геометрически 
точно моделирующих конические кри-
вые, а также возможность построения 
переходных кривых для 9-го порядка 
гладкости.

Конструктору остается только пра-
вильно построить эти кривые над-
лежащей формы, обеспечивающей 
необходимую функцию газораспре-
деления.

Моделирование 
профиля лопатки
В C3D Labs был проведен небольшой 
эксперимент, в ходе которого удалось 
установить, какие преимущества дают 
функциональные кривые при моде-
лировании промышленных изделий 
на примере профиля лопатки паро-
вой турбины. В ходе эксперимента 
геометрия лопатки была улучшена, 
а исправленная модель испытана в 
CFD-приложении KompasFlow для 
CAD-системы КОМПАС-3D. При опти-
мизации лопатки была применена та 
же схема, что и при оптимизации кон-
струкции плуга. 

Все профили лопаток стандарти-
зованы и объединены в базу данных 
отрасли. Стандартные профили явля-
ются результатом колоссальной рабо-
ты по оптимизации макропараметров 
лопатки и входят в золотой фонд па-
ротурбиностроения.

Тот же подход был применен к 
оптимизации геометрии изделия. 
В  рамках заданных макропараме-

тров улучшалась только геометрия 
лопатки.

Профиль лопатки представляет со-
бой сложную кривую, составленную 
из дуг окружностей (рис. 15 и 16).

На основе данного контура была 
подготовлена модель для обдува в 
KompasFlow. Направление входного 
потока совпадает с биссектрисой угла 
входного клина лопатки (рис. 17).

Рис. 15. Чертеж профиля лопатки

Рис. 17. Входной клин лопатки

Рис. 16. Чертеж профиля лопатки 
в CAD-системе
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Поскольку в венце работает не от-
дельная лопатка, в модель включены 
зазоры между лопатками и контуры 
смежных лопаток. Шаг между лопат-
ками принят в 20 мм (рис. 18-20).

Для визуального отображения па-
раметров введены вспомогательные 
плоскости. Горизонтальная плоскость 
на расстоянии 5 мм от OXY для ото-
бражения векторов скоростей и вспо-
могательная плоскость, совпадающая 
с гранью выхода потока, для фикса-

ции результатов. Введены параметры 
результата: средняя скорость и общее 
давление (рис. 21).

В результате работы KompasFlow 
были получены следующие значения 
параметров: 
•	 средняя скорость на выходе  — 

2,80226 м/с;
•	 общее давление на выходе  — 

3455,98 Па.
Можно предположить, что улучшение 

плавности контура лопатки при сохране-
нии исходных макропараметров улуч-
шит и проектные параметры контура.

Перестроим кривые спинки и ко-
рыта с использованием функций 
построения кривых высокого ка-
чества по критериям плавности 
геометрического ядра C3D (раздел 
FairCurveModeler) — рис. 22.

В точках стыка дуг были построены 
касательные и перестроены кривые 
профилей с помощью команды по-
строения V-кривой на касательной 
ломаной. Профили имеют плавные 
графики кривизны (рис. 23 и 24).

Для испытаний была использована 
та же 3D-модель. В эскизе кривые 

Рис. 18. 3D-модель для симуляции 
обдува лопаток. Грань для входа 

жидкости (синего цвета)

Рис. 20. Расчетная сетка с адаптацией

Рис. 19. Грань для выхода потока 
жидкости (голубого цвета)

Рис. 21. Расчетные параметры

Рис. 22. Касательные ломаные синего цвета и построенные кривые синего цвета 
на касательных ломаных. Исходные кривые — черного цвета
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спинки лопатки и корыта лопатки 
были заменены на новые кривые. 
Параметры расчета остались те же 
(рис. 25).

Пространство лопатки в венце с 
улучшенными кривыми обеспечивает 

лучшие параметры: оно разгоняет по-
ток до скорости 2,83322 м/с с общим 
давлением 3574,07 Па.

Эти параметры превышают парамет
ры исходного контура (средняя ско-
рость на выходе 2,80226 м/с, общее 
давление на выходе 3455,98 Па).

Подводя итоги эксперимента, необ-
ходимо отметить, что сравнительные 
испытания в системе KompasFlow по-
казали ощутимое улучшение проект-
ных характеристик венца турбины, 
благодаря реализации схемы улуч-
шения плавности контура лопатки с 
помощью методов геометрического 
ядра C3D (раздел FairCurveModeler). 
Указанное обстоятельство, как и рас-
смотренные выше иные примеры 
моделирования геометрии изделий, 
свидетельствует о том, что принцип 
улучшения проектных характеристик 
изделия за счет улучшения геомет
рии функциональных кривых имеет 
огромный потенциал.

Окончательные итоги

Функционал нового раздела C3D 
Modeler C3D FairCurveModeler позво-
ляет моделировать плавные кривые, 

которые являются кривыми высокого 
качества и отвечают жестким требова-
ниям гладкости и эстетики, предъяв-
ляемым к инженерным кривым.

На основании примеров, демон-
стрирующих практическое приме-
нение функционала ядра, можно 
с уверенностью сказать, что C3D 
FairCurveModeler обладает большим 
потенциалом применения в области 
моделирования промышленных из-
делий, так как позволяет существен-
но повысить их проектные харак-
теристики достаточно недорогим и 
простым способом  — улучшением 
геометрии.
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